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1. Dimostra nel calcolo della deduzione naturale i seguenti teoremi:
(a) A→ ((B → C)→ A)):
[A]1
(B → C)→ A → I
A→ ((B → C)→ A) → I(1)
(b) (A→ B)→ ((C ∧ E → A)→ (C ∧ E → B)):
[A→ B]3
[C ∧ E → A]2 [C ∧ E]1
A
→ E
B
→ E
C ∧ E → B → I(1)
(C ∧ E → A)→ (C ∧ E → B) → I(2)
(A→ B)→ ((C ∧ E → A)→ (C ∧ E → B)) → I(3)
(c) B → B ∧B:
[B]1 [B]1
B ∧B
B → B ∧B → I(1)
(d) A ∧B → A ∨B:
[A ∧B]1
A
∧E
A ∨B ∨I
A ∧B → A ∨B → I(1)
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(e) A ∧ (B ∨ C)→ (C ∨B) ∧A:
[A ∧ (B ∨ C)]2
B ∨ C
[B]1
C ∨B ∨I
[C]1
C ∨B ∨I
C ∨B ∨E(1)
[A ∧ (B ∨ C)]2
A
∧E
(C ∨B) ∧A ∧I
A ∧ (B ∨ C)→ (C ∨B) ∧A → I(2)
(f) (A→ (B ∧B))→ ((A→ C ∧ C)→ (A→ (B ∧ C) ∧ (C ∧B))):
[A→ B ∧B]3 [A]1
B ∧B → E
B
∧E
[A→ C ∧ C]2 [A]1
C ∧ C → E
C
∧E
B ∧ C ∧I
[A→ C ∧ C]2 [A]1
C ∧ C → E
C
∧E
[A→ B ∧B]3 [A]1
B ∧B → E
B
∧E
C ∧B
(B ∧ C) ∧ (C ∧B) ∧I
A→ (B ∧ C) ∧ (C ∧B) → I(1)
(A→ C ∧ C)→ (A→ (B ∧ C) ∧ (C ∧B)) → I(2)
(A→ (B ∧B))→ ((A→ C ∧ C)→ (A→ (B ∧ C) ∧ (C ∧B))) → I(3)
(g) (A→ B ∧ ¬B)→ ¬A:
[A→ B ∧ ¬B]2 [A]1
B ∧ ¬B → E
B
∧E
[A→ B ∧ ¬B]2 [A]1
B ∧ ¬B → E
¬B ∧E
¬A ¬I(1)
(A→ B ∧ ¬B)→ ¬A → I(2)
(h) A→ ¬¬A:
[A]2 [¬A]1
¬¬A ¬I(1)
A→ ¬¬A → I(2)
(i) (A→ B)→ (¬B → ¬A):
[A→ B]3 [A]1
B
→ E
[¬B]2
¬A ¬I(1)
¬B → ¬A → I(2)
(A→ B)→ (¬B → ¬A) → I(3)
(j) A→ (¬A→ ¬B):
I metodo:
[A]2 [¬A]1
¬B → I
¬A→ ¬B → I(1)
A→ (¬A→ ¬B) → I(2)
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II metodo:
[A]2 [¬A]1
⊥ ⊥I
¬B ⊥E
¬A→ ¬B → I(1)
A→ (¬A→ ¬B) → I(2)
(k) ¬¬(A ∨ ¬A):
[A]1
A ∨ ¬A ∨I [¬(A ∨ ¬A)]2
¬A ¬I(1)
A ∨ ¬A ∨I [¬(A ∨ ¬A)]2
¬¬(A ∨ ¬A) ¬I(2)
(l) A ∧ ¬A→ B:
[A ∧ ¬A]1
A
∧E [A ∧ ¬A]
1
¬A ∧E
⊥ ⊥I
B
⊥E
A ∧ ¬A→ B → I(1)
(m) A ∨ (B ∨ C)→ (A ∨B) ∨ C:
[A ∨ (B ∨ C)]3
[A]2
A ∨B ∨I
(A ∨B) ∨ C ∨I
[B ∨ C]2
[B]1
A ∨B ∨I
(A ∨B) ∨ C ∨I
[C]1
(A ∨B) ∨ C ∨I
(A ∨B) ∨ C ∨E(1)
(A ∨B) ∨ C ∨E(2)
A ∨ (B ∨ C)→ (A ∨B) ∨ C → I(3)
(n) ∀x∀yA(x, y)→ ∃y∃xA(x, y):
[∀x∀yA(x, y)]1
∀yA(a, y) ∀E
A(a, b)
∀E
∃xA(x, b) ∃I
∃y∃xA(x, y) ∃I
∀x∀yA(x, y)→ ∃y∃xA(x, y) → I(1)
(o) ∃x(A(x) ∨B(x))→ ∃xA(x) ∨ ∃xB(x):
[∃x(A(x) ∨B(x))]3
[A(a) ∨B(a)]2
[A(a)]1
∃xA(x) ∃I
∃xA(x) ∨ ∃xB(x) ∨I
[B(a)]1
∃xB(x) ∃I
∃xA(x) ∨ ∃xB(x) ∨I
∃xA(x) ∨ ∃xB(x) ∨E(1)
∃xA(x) ∨ ∃xB(x) ∃E(2)
∃x(A(x) ∨B(x))→ ∃xA(x) ∨ ∃xB(x) → I(3)
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(p) ∀xA(x) ∧ ∀xB(x)→ ∀y(A(y) ∧B(y)):
∀xA(x) ∧ ∀xB(x)
∀xA(x) ∧E
A(a)
∀I
∀xA(x) ∧ ∀xB(x)
∀xB(x) ∧E
B(a)
∀E
A(a) ∧B(a) ∧I
∀y(A(y) ∧B(y)) ∀I
∀xA(x) ∧ ∀xB(x)→ ∀y(A(y) ∧B(y)) → I(1)
(q) ∃x(A(x) ∧B(x)) ∧ ∀y(B(y)→ C(y))→ ∃z(A(z) ∧ C(z)):
[∃x(A(x) ∧ B(x)) ∧ ∀y(B(y) → C(y))]2
∃x(A(x) ∧ B(x)) ∧E
[A(a) ∧ B(a)]1
A(a)
∧E
[∃x(A(x) ∧ B(x)) ∧ ∀y(B(y) → C(y))]2
∀y(B(y) → C(y)) ∧E
B(a) → C(a) ∀E
[A(a) ∧ B(a)]1
B(a)
∧E
C(a)
→ E
A(a) ∧ C(a) ∧I
∃z(A(z) ∧ C(z)) ∃I
∃z(A(z) ∧ C(z))
∃E(1)
∃x(A(x) ∧ B(x)) ∧ ∀y(B(y) → C(y)) → ∃z(A(z) ∧ C(z))
→ I(2)
(r) ∃x(A(x)→ ∀xA(x)):
[A(a)]1 [¬A(a)]2
⊥ ⊥I
∀xA(x) ⊥E
A(a)→ ∀xA(x) → I(1)
∃x(A(x)→ ∀xA(x) ∃I [¬∃x(A(x)→ ∀xA(x)]3
A(a)
¬E(2)
∀xA(x) ∀I
A(a)→ ∀xA(x) → I
∃x(A(x)→ ∀xA(x)) ∃I [¬∃x(A(x)→ ∀xA(x))]3
∃x(A(x)→ ∀xA(x)) ¬E(3)
(s) ∀xA(x)↔ ¬∃x¬A(x):
[∃x¬A(x)]3
[∀xA(x)]4
A(a)
∀E
[¬A(a)]1
⊥ ⊥I
B
⊥E
B
∃E(1) [∃x¬A(x)]
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[∀xA(x)]4
A(a)
∀E
[¬A(a)]2
¬B ¬I
¬B ∃E(2)
¬∃x¬A(x) ¬I(3)
∀xA(x)→ ¬∃x¬A(x) → I(4)
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[¬∃x¬A(x]2)
[¬A(a)]1
∃x¬A(x) ∃I
A(a)
¬E(1)
∀xA(x) ∀I
¬∃x¬A(x)→ ∀xA(x) → I(2)
2. Dimostra le seguenti uguaglianze insiemistiche:
(a) X ∩ Y = Y ∩X:
DIM.: per un qualsiasi a generico si ha che a ∈ X ∩ Y ⇐⇒ a ∈
X ∧ a ∈ Y ⇐⇒ a ∈ Y ∧ a ∈ X ⇐⇒ a ∈ Y ∩ X. Per assioma di
estensionalita` concludiamo che X ∩ Y = Y ∩X.
(b) X ∩ (X ∪ Y ) = X:
DIM.: Mostriamo che per un qualsiasi individuo a vale a ∈ X ∩ (X ∪
Y )↔ a ∈ X:
[a ∈ X ∩ (X ∪ Y )]1
a ∈ X ∧ a ∈ (X ∪ Y ) def. di ∩
a ∈ X ∧E
a ∈ X ∩ (X ∪ Y )→ a ∈ X → I(1)
[a ∈ X]1
[a ∈ X]1
a ∈ X ∨ a ∈ Y ∨I
a ∈ X ∪ Y def. di ∪
a ∈ X ∧ a ∈ X ∪ Y ∧I
a ∈ X ∩ (X ∪ Y ) def. di ∩
a ∈ X → a ∈ X ∩ (X ∪ Y ) → I(1)
Per assioma di estensionalita` concludiamo che X ∩ (X ∪ Y ) = X.
(c) (X ∩ Y )′ = X ′ ∪ Y ′:
DIM.: Per un qualsiasi a generico si da` che a ∈ (X ∩ Y )′ ⇐⇒ ¬a ∈
X∪Y ⇐⇒ ¬(a ∈ X∧a ∈ Y )⇐⇒ ¬a ∈ X∨¬a ∈ Y ⇐⇒ a ∈ X ′∨a ∈
Y ′ ⇐⇒ a ∈ X ′ ∪ Y ′. Per assioma di estensionalita` concludiamo che
(X ∩ Y ′) = X ′ ∪ Y ′.
3. Scrivi l’assioma di estensionalita`.
4. Sia dato l’insieme X := {◦,♣, ]}. Esibisci l’insieme P(X).
SOL.: P(X) =
{
{}, {◦}, {♣}, {]}, {◦,♣}, {◦, ]}, {♣, ]}, {◦,♣, ]}
}
5. Esibisci gli insiemi P(∅) e PP(∅).
SOL.: P(∅) = {∅} =
{
{}
}
, PP(∅) = P({∅}) =
{
∅, {∅}
}
=
{
{},{{}}}
6. Dai la definizione di numero naturale nella teoria degli insiemi.
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7. Dai la definizione della relazione di sottoinsieme.
8. Dai la definizione della operazione di unione fra due insiemi.
9. Dai la definizione di grande riunione su una famiglia di insiemi (facolta-
tivo).
10. Dimostra che non tutti gli insiemi sono numerabili.
SUGG.: Considera l’insieme dei numeri reali compresi nell’intervallo (0, 1)
ed utilizza l’argomento della diagonale di Cantor.
6
